❢♦r❝❡❞ t♦ r❡❝♦❣♥✐③❡ ♣r♦♦❢ ❣❛♣s ✐♥ ♠♦st ♦r❞✐♥❛r② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ♣r♦♦❢s✳ ❚❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✐s t❤❡r❡❢♦r❡ ♦✈❡r✲❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♦❢ ❣❛♣ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤❡ s❡❝♦♥❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ②✐❡•❞s t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ✈❛•✐❞✐t② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ✐♥❢❡r❡♥❝❡✿ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ✈❛•✐❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥•② ✐❢ ✐ts ❝♦♥❝•✉s✐♦♥ ❝❛♥ ❜❡ ❢♦r♠❛••② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✐ts ♣r❡♠✐s❡s✳ ❚❤✐s •❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦••♦✇✲ ✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♦❢ ❣❛♣✿ ❛ ♣r♦♦❢ ❣❛♣ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ♣r♦♦❢ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♥♦ ❢♦r♠❛• ❞❡r✐✈❛✲ t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝•✉s✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ❝❛♥ ❜❡ ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤✐s ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ♣r♦♦❢ ❣❛♣ ✐s ✉♥❞❡r✲❣❡♥❡r❛t✐✈❡✱ ✐♥ t❤❡ s❡♥s❡ t❤❛t ✐t ❞♦❡s ♥♦t r❡❝♦❣♥✐③❡ ♣r♦♦❢ ❣❛♣s ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ♣r♦♦❢s ✇❤❡♥ t❤❡r❡ ❛r❡ ♦♥❡s ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ st❛♥❞❛r❞s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚♦ s❡❡ t❤✐s✱ ❝♦♥s✐❞❡r ❛♥② t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ❢♦r✲ ♠❛• ♣r♦♦❢ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ❛ ♠♦❞❡r♥ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t ✭❍❖▲ ▲✐❣❤t✱ ❈♦q✱ ■s❛❜❡••❡✱ ❡t❝✳✮✱ ❢♦r ✐♥st❛♥❝❡ t❤❡ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r❡♠ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ❛ ❢♦r♠❛• ♣r♦♦❢ ❤❛s ❜❡❡♥ ♣r♦✈✐❞❡❞ ✐♥ ■s❛❜❡••❡ ❬❆✈✐❣❛❞✱ ❉♦♥♥❡••② ❡t ❛•✳ ✷✵✵✼❪✳ ■♥ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉•❛r ❝❛s❡✱ t❤❡ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤❡ ♣r✐♠❡ ♥✉♠❜❡r t❤❡♦r❡♠ ❛s ❝♦♥❝•✉s✐♦♥✱ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ❛①✐♦♠s ♦❢ ❤✐❣❤❡r✲♦r❞❡r •♦❣✐❝✱ ❛•♦♥❣ ✇✐t❤ ❛♥ ❛①✐♦♠ ❛ss❡rt✐♥❣ t❤❡ ❡①✐st❡♥❝❡ ♦❢ ❛♥ ✐♥✜♥✐t❡✷✵✵✾❪✱ ❬|❛✈ ✶✾✾✾❪✮✳ ✶✷ ❨❛❝✐♥ ❍❛♠❛♠✐ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ♣r♦♦❢ ❝♦♥s✐st✐♥❣ ♦❢ t❤✐s ♣❛rt✐❝✉•❛r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛•♦♥❡ s❤♦✉•❞ ❜❡ ❝♦♥s✐❞❡r❡❞ ❛s ❣❛♣•❡ss✱ ✇❤✐❝❤ ✐s ♦❜✈✐♦✉s•② ❛t ♦❞❞s ✇✐t❤ ♠❛t❤❡♠❛t✐✲ ❝❛• ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❲❡ s❤❛•• t❤❡♥ ❝♦♥❝•✉❞❡ t❤❛t t❤✐s ♥♦t✐♦♥ ✐s ✉♥❞❡r✲❣❡♥❡r❛t✐✈❡ ❛♥❞ t❤❡r❡❢♦r❡ ❞♦❡s ♥♦t ❝♦rr❡s♣♦♥❞ t♦ ❛♥ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♦❢ ❣❛♣ ♣r❡s❡♥t ✐♥ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❚❤❡ t❤✐r❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ②✐❡•❞s t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ✈❛•✐❞✐t② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ✐♥❢❡r❡♥❝❡✿ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐s ✈❛•✐❞ ✐❢ ❛♥❞ ♦♥•② ✐❢ ✐ts ❝♦♥❝•✉s✐♦♥ ❝❛♥ r♦✉t✐♥❡•② ❜❡ ❢♦r♠❛••② ❞❡r✐✈❡❞ ❢r♦♠ ✐ts ♣r❡♠✐s❡s✳ ❚❤✐s •❡❛❞s t♦ t❤❡ ❢♦••♦✇✐♥❣ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♦❢ ❣❛♣✿ ❛ ♣r♦♦❢ ❣❛♣ ♦❝❝✉rs ✐♥ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ♣r♦♦❢ ✇❤❡♥❡✈❡r t❤❡r❡ ✐s ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥ t❤❡ ♣r♦♦❢ ❢♦r ✇❤✐❝❤ ♥♦ ❢♦r♠❛• ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝•✉s✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s ❝❛♥ ❜❡ r♦✉t✐♥❡•② ♣r♦✈✐❞❡❞✳ ❚❤✐s ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ ✐s ♣r♦❜❛❜•② t❤❡ ♠♦st ❢❛✐t❤❢✉• t♦ t❤❡ ❞❡❢❡♥❞❡rs ♦❢ t❤❡ ♣r❡✈❛✐•✐♥❣ ✈✐❡✇ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• r✐❣♦r ✇❤♦ ❛r❣✉❡ t❤❛t✱ ❡✈❡♥ t❤♦✉❣❤ r✐❣♦r♦✉s ♠❛t❤❡♠❛t✐✲ ❝❛• ♣r♦♦❢s ❛r❡ ♥♦t ✉s✉❛••② ♣r❡s❡♥t❡❞ ❛s ❢♦r♠❛• ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✱ t❤❡② ❝❛♥ r♦✉t✐♥❡•② ❜❡ t✉r♥❡❞ ✐♥t♦ ❢♦r♠❛• ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s✳ ✹ ❚❤❡ ♠❛✐♥ ✐ss✉❡ ✇✐t❤ t❤✐s ❛❝❝♦✉♥t ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ♣r❡❝✐s❡ ♠❡❛♥✐♥❣ ♦❢ ✇❤❛t ✐t ♠❡❛♥s ❢♦r ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ✐♥❢❡r❡♥❝❡ t♦ ❜❡ r♦✉t✐♥❡•② ❢♦r♠❛•✐③❛❜•❡✱ ✐✳❡✳✱ t♦ ❜❡ t✉r♥❡❞ r♦✉t✐♥❡•② ✐♥t♦ ❛ ❢♦r♠❛• ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ♦❢ t❤❡ ❝♦♥❝•✉s✐♦♥ ❢r♦♠ t❤❡ ♣r❡♠✐s❡s✳ ❖♥❡ ✇❛② t♦ ❛❞❞r❡ss t❤✐s ✐ss✉❡ ✐s t♦ •♦♦❦ ❛t t❤❡ ✜❡•❞ ♦❢ ❢♦r♠❛• ✈❡r✐✜❝❛t✐♦♥✱ ✇❤❡r❡ t❤❡ ♠❛✐♥ ❣♦❛• ✐s t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛❝t✉❛• ❢♦r♠❛• ❞❡r✐✈❛t✐♦♥s ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• t❤❡♦r❡♠s t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❝❤❡❝❦❡❞ ✐♥ ❛ ♣✉r❡•② ♠❡❝❤❛♥✲ ✐❝❛• ✇❛② ❜② ❛ ♣r♦♦❢ ❛ss✐st❛♥t✳ ❲❤❛t t❤❡ r❡s❡❛r❝❤ ❛❝t✐✈✐t② ✐♥ t❤✐s ✜❡•❞ s❡❡♠s t♦ r❡✈❡❛• ✐s t❤❛t ✐t ✐s ❛•♠♦st ♥❡✈❡r ❛ r♦✉t✐♥❡ ❛✛❛✐r t♦ ♣r♦✈✐❞❡ ❛ ❢♦r♠❛• ❞❡r✐✈❛t✐♦♥ ❢r♦♠ ❛♥ ❡①✐st✐♥❣ ♦r❞✐♥❛r② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ♣r♦♦❢✳ ✺ ■♥ ♣❛rt✐❝✉•❛r✱ t❤❡r❡ ❞♦❡s ♥♦t s❡❡♠ t♦ ❜❡ ❛♥② ❞✐r❡❝t ♠❡❛♥✐♥❣❢✉• s❡♥s❡ t❤❛t ❝❛♥ ❜❡ ❛ttr✐❜✉t❡❞ t♦ t❤❡ ✐❞❡❛ ♦❢ ❛ r♦✉t✐♥❡ tr❛♥s•❛t✐♦♥ ♦❢ ❛ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✐♥t♦ ❛ ❢♦r♠❛• ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✳ ❈♦♥s❡q✉❡♥t•②✱ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♦❢ ❣❛♣ ♣r♦✈✐❞❡❞ ❜② t❤❡ t❤✐r❞ ✐♥t❡r♣r❡t❛t✐♦♥ s❤♦✉•❞ ♥♦t ❜❡ r❡•❡❝t❡❞ ❛s ✐♥❛❞❡q✉❛t❡✱ ❜✉t r❛t❤❡r ❛s ✉♥❞❡r❞❡t❡r♠✐♥❡❞✳ ❚❤❡ t❤r❡❡ ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✲❜❛s❡❞ ❛❝❝♦✉♥ts ♦❢ t❤❡ ✈❛•✐❞✐t② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ✐♥❢❡r✲ ❡♥❝❡ ♣r♦♣♦s❡❞ ✐♥ t❤✐s s❡❝t✐♦♥ ❞♦ ♥♦t ②✐❡•❞ ❛♥ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ ♣r♦♦❢ ❣❛♣ t❤❛t ✇♦✉•❞ ❝❛♣t✉r❡ ❛❞❡q✉❛t❡•② t❤❡ ✐♥t✉✐t✐✈❡ ♥♦t✐♦♥✭s✮ ♦❢ ♣r♦♦❢ ❣❛♣ ❢r♦♠ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ♣r❛❝t✐❝❡✳ ❨❡t✱ t❤❡r❡ ✐s st✐•• ❛ ♠♦r❡ ❣❡♥❡r❛• r❡❛s♦♥ t♦ ❞♦✉❜t ❛♥② ❞❡r✐✈❛t✐♦♥✲ ❜❛s❡❞ ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ✈❛•✐❞✐t② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ✐♥❢❡r❡♥❝❡✳ ❚❤❡ r❡❛s♦♥ ✐s t❤❛t✱ ❢r♦♠ t❤❡ ♣❡rs♣❡❝t✐✈❡ ♦❢ t❤❡ ♣❤✐•♦s♦♣❤② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❛ ♣❤✐•♦s♦♣❤✐✲ ❝❛• ❛❝❝♦✉♥t ♦❢ t❤❡ ✈❛•✐❞✐t② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ❛♥❞ ♦❢ t❤❡ ♥♦t✐♦♥ ♦❢ ♣r♦♦❢ ❣❛♣ s❤♦✉•❞ ♥♦t ♦♥•② ❜❡ ❛❞❛♣t❡❞ ❢♦r ❝♦♥t❡♠♣♦r❛r② ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ♣r❛❝t✐❝❡✱ ❜✉t ❛•s♦ ❢♦r ♦t❤❡r ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ♣r❛❝t✐❝❡s ❢r♦♠ t❤❡ ❤✐st♦r② ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝s✳ ■♥ ♣❛r✲ t✐❝✉•❛r✱ s✉❝❤ ❛♥ ❛❝❝♦✉♥t s❤♦✉•❞ ❜❡ ❛❜•❡ t♦ ❛❝❝♦♠♠♦❞❛t❡ ❝❤❛♥❣❡s ✐♥ st❛♥❞❛r❞s❢♦r p ❛♥❞ γ ❢♦r q✱ ❛♣♣•②✐♥❣ t❤❡ ♦♣❡r❛t✐♦♥ ∧G t♦ p ❛♥❞ q r❡s✉•ts ✐♥ ∧G(β, γ) ✇❤✐❝❤ ✐s ❛ ❣r♦✉♥❞ ❢♦r p ∧ q ❛❝❝♦r❞✐♥❣ t♦ t❤❡ ❛❜♦✈❡ s♣❡❝✐✜❝❛t✐♦♥✳ ■♥ t❤❡ ❡①❛♠♣•❡ ♦❢ ♠❛t❤❡♠❛t✐❝❛• ✐♥❞✉❝t✐♦♥✱ t❤❡ ✐♥❢❡r❡♥❝❡ ✇✐t❤ ♣r❡♠✐s❡s A(0) ❛♥❞ A(n) → A(n+1) ❛♥❞ ❝♦♥❝•✉s✐♦♥ ∀nA(n) ✐s
